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Résumé
We ontinue, in this seond artile, the study, initied in [Cas℄, of the algebrai tools whih
play a role in tropial algebra. We espeially examine here the polynomial algebras over idem-
potent semi-elds. This work is motivated by the development of tropial geometry whih
appears to be the algebrai geometry of tropial algebra. In fat, the most interesting objet
is the image of a polynomial algebra in its semi-eld of frations. We an thus obtain, over
good semi-elds, the analog of lassial orrespondenes between polynomials, polynomial
funtions and varieties of zeros... For example, we show that the algebras of polynomial fun-
tions over a tropial urve assoiated to a polynomial P, is, as in lassial algebrai geometry,
the quotient of the polynomial algebra by the ideal generated by P.
Keywords : Polynomial algebra, tropial algebra, idempotent semi-elds, tropial geometry.
1 Introdution
Nous avons dénis dans ([Cas℄) un adre formel pour l'étude des algèbres de types Max-Plus,
Min-Plus et plus généralement des algèbres sur les semi-orps ommutatif idempotent qui sont
en fait les orps de aratéristique 1.
Nous développons maintenant la parentée entre les ourbes tropiales et les ourbes algébriques
habituelles (il s'agit dans les deux as de l'ensemble des zéros d'un polynme à deux variables)
et obtenons de nouveaux outils algébriques pour l'étude de es ourbes.
Ce travail est motivé par l'essort de la géométrie tropiale qui apparaît omme la géométrie
algébrique de l'algèbre tropiale.
Les points de non diérentiabilité des polynmes à plusieurs variables peuvent en eet être vus
omme une généralisation des zéros des polynmes.
Les semi-anneaux de polynmes étant intègres mais non simpliables, ils admettent bien un
semi-orps des frations mais ne s'y injetent pas... L'objet algébrique adéquat pour l'étude des
fontions polynomiales est alors le polynme rationnel qui est l' image d'un polynme dans le
semi-orps des frations rationnelles, ou de façon équivalente la lasse des polynmes ayant même
image.
Nous obtenons pour es polynmes un théorème de orrespondane ave les fontions polyno-
miales, valable sur les bons semi-orps idempotents, en partiulier sur le semi-orps des réels
max-plus. Nous obtenons de plus une bonne orrespondane entre les variétés de zéros et l'arith-
métique de es polynmes.
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Rappelons pour ommener quelques dénitions introduites et quelques propriétés montrées
dans l'artile préédent :
1.1 Quasi-orps
Rappelons qu'un monoïde est un ensemble muni d'une loi interne assoiative, admettant un
élément neutre.
On dira qu'un élément x d'un monoïde (G, ∗) est quasi-inversible s'il existe un élément y de
G tel que x∗y ∗x = x et y ∗x∗y = y. On dira alors que x et y sont quasi-inverses l'un de l'autre.
Dans le as ommutatif y est alors unique et est appelé le quasi-symétrique de x (on le notera
x∗).
Deux éléments x et y d'un monoïde G sont orthogonaux (notation : x ⊥ y) si x ∗ z = x et
y ∗ z = y implique z = e, où e désigne l'élément neutre de G. On dira que (x1, x2) ∈ G
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est une
déomposition orthogonale de x ∈ G si x = x1 ∗ x2 et x1 ⊥ x2. Dans le as ommutatif on notera
x = x1
⊕
x2 pour indiquer que (x1, x2) est une déomposition orthogonale de x.
Un quasi-anneau est un semi-anneau unitaire dont l'élément unité admet un quasi-symétrique.
Dans la suite on notera 0 l'élément neutre de l'addition d'un quasi-anneau A, et ǫ le quasi-
inverse de 1. On aura don, pour tout x ∈ A, x∗ = ǫx.
Si A est un quasi-anneau, l'ensemble A[Xi]i∈I des polynmes à oeients dans A est aussi
un quasi-anneau.
Un quasi-anneau est simpliable à droite si ∀(x, y, z) ∈ A3, x ∗ z = y ∗ z =⇒ x = y.
Un quasi-orps est un quasi-anneau (K,+, ∗) tel que (K∗, ∗) soit un groupe (où K∗ =
K − {0}).
1.2 Caratéristique d'un semi-anneau
Rappelons qu'un semi-anneau A se dénit omme un anneau, en aaiblissant la ondition
(A,+) est un groupe ommutatif en (A,+) est un monoïde ommutatif.
Soit A un semi-anneau ; on dénit H ⊂ N omme l'ensemble des entiers k tels que k.1+1 = 1.
Proposition 1 Il existe un unique n ∈ N tel que H = nN. Cet entier n est appelé aratéristique
de A (notation car(A)).
- Remarque 1 Les semi-anneaux de aratéristique 1 sont les semi-anneaux idempotents (i.e.
tels que x+ x = x pour tout x).
On dira qu'un semi-anneau A est de aratéristique pure p, s'il est de aratéristique p et
que, pour tout x 6= 0, (k + 1)x = x implique que p divise k.
Proposition 2 a) Tout semi-orps admet une aratéristique pure.
b) Les semi-orps de aratéristique non nulle sont des quasi-orps.
) Les quasi-orps ayant une aratéristique p diérente de 1 sont des orps. Les quasi-orps de
aratéristique 1 sont les semi-orps idempotents.
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- Remarque 2 Même si K est un quasi-orps, l'anneau de polynme K[X] n'est pas simpli-
able : si K est de aratéristique 1, (X + 1)(X2 + 1) = (X + 1)(X2 +X + 1).
En partiulier, il ne peut don pas se plonger dans un quasi-orps des frations.
- Exemple 3 Nous utiliserons plus partiulièrement dans la suite les deux quasi-orps suivants :
Le semi-orps à deux éléments, F1 = {0, 1}, muni de l'addition telle que 0 soit élément neutre
et 1+1 = 1, et de la multipliation habituelle, est un quasi-orps de aratéristique 1, isomorphe
à l'ensemble des parties d'un singleton, muni de la réunion et de l'intersetion. Il est faile de
vérier que 'est le seul quasi-orps ni de aratéristique 1...
Le semi-orps des réels max-plus, T , sous la version utilisée dans la plupart des appliations,
R ∪ {−∞} muni de la loi max omme addition et de la loi + omme multipliation, ou dans sa
version, plus pratique pour onserver des notations algébriques générales (et plus faile à suivre
par des non-spéialistes) R+ muni de la loi max omme addition et de la multipliation usuelle...
Plus généralement, on a la :
Proposition 3 Si A est un quasi-anneau de aratéristique 1, simpliable, pour tout ouple
(x, y) ∈ A2 tel que xy = yx, et tout entier n, on a :
(x+ y)n = xn + yn.
Un quasi-anneau de aratéristique 1 est ordonné par la relation : a 6 b si a+ b = b.
Un as partiulier très important est elui des quasi-orps dont l'ordre assoié est total. C'est en
eet le as de tous les quasi-orps introduits en algèbre et géométrie tropiale. On parlera alors
de quasi-orps totalement ordonnés.
Réiproquement, tout groupe totalement ordonné apparaît omme le groupe multipliatif d'un
quasi-orps, l'addition étant donnée par a+ b = max(a, b). Il sut en fait que le groupe ait une
struture de treillis.
Un module à gauhe sur un quasi-anneau A est un triplet (M,+, .) où (M,+) est un quasi-
groupe, et . une loi externe de A×M dans M , vériant les propriétés suivantes :
∀a ∈ A, ∀b ∈ A, ∀m ∈M , ∀n ∈M , a.(b.m) = a∗b.m, (a+b).m = a.m+b.m, a.(m+n) = a.m+a.n
et 1.m = m.
Si M est un module libre de base B = (ei), x et y appartenant à M sont orthogonaux si et
seulement s'ils ont des supports (relativement à B) disjoints.
1.3 Points singuliers, *singuliers et zéros
Si f est un morphisme d'un quasi-anneau A dans un quasi-groupe B, on peut dénir deux
notions duales de point singulier :
On dira que u appartenant à A est un point singulier de f , ou que f est singulier en
u, s'il existe une déomposition orthogonale de f dans Mor(A,B), f = f1
⊕
f2, telle que
f1(u) = f2(u)
∗
.
On dira que u appartenant à A est un zéro, ou un point *singulier de f , ou que f est
*singulier en u, s'il existe une déomposition orthogonale de u dans E, u = u1
⊕
u2, telle que
f(u1) = f(u2)
∗
.
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On dira de même que x = (xi) ∈ A
(I)
est un zéro d'un polynme P ∈ A[Xi]i∈I , sur un quasi-
anneau ommutatif A, si P est un zéro (i.e. un point *singulier) pour le morphisme d'évaluation
en x, P 7−→ P (x) (i.e. si l'on peut érire P = P1
⊕
P2, ave P1(x) = P2(x)
∗
).
Cette dénition s'étend sans diulté à un point de B(I), où B est une extension ommuta-
tive de A, ou enore à un point d'une extension (non néessairement ommutative) dans le as
à une variable.
En partiulier 0 ∈ Kn est un zéro de P ∈ K[Xi] si et seulement si le terme onstant de P est
nul.
Les zéros d'un polynme à une variable P ∈ A[X], seront enore appelés raines de e poly-
nme P .
Si x ∈ A est un point singulier de l'appliation polynomiale P , x est une raine de P ∈ A[X],
mais la réiproque est fausse, deux appliations polynomiales P1 et P2 orrespondant à 2 poly-
nmes orthogonaux, n'étant pas, en général, orthogonales.
Cependant, sur le orps des réels (max,+), on peut voir failement que es deux notions oïn-
ident :
il sut de voir que l'inf de deux appliations dénies par des monmes distints est l'appliation
nulle ; pour ela, on peut remarquer, si i 6= j, que aix
i 6 ajx
j
pour tout x ∈ R implique ai = 0,
en faisant tendre x vers 0 ou +∞ suivant les as...
2 Quotients et loalisations
A tout morphisme de quasi-anneaux de A dans B, est assoiée de la manière habituelle une
relation d'équivalene ompatible ave les lois du quasi-anneau, et don une struture quotient.
Ces relations ne sont par ontre pas toutes obtenues à partir d'un idéal du quasi-anneau (il faut
onsidérer des sous-quasi-modules onvenables de A2). Par ontre on peut enore, à partir d'un
idéal d'un quasi-anneau ommutatif onstruire un anneau quotient, et e as partiulier va nous
permettre de généraliser la notion de orps des raines d'un polynme et d'extension algébrique.
Plus généralement, on peut dénir le quotient d'un quasi-module par un sous-quasi-module.
Dans ette setion nous supposerons pour alléger le texte que tous les quasi-anneaux onsidérés
sont ommutatifs.
2.1 Quotient d'un module par un sous-module
Soit M un module à droite sur un quasi-anneau A et N un sous-module de M .
On notera [M,N ] l'idéal {a ∈ A / M.a ⊂ N}. Pour m ∈ N , on pose Em = {r ∈M / m+r ∈ N}.
On dénit une relation R surM2 par ∀(m,n) ∈M2,mRn si (m+N)∩(n+N) 6= ∅ et ∀a ∈ [M,N ],
Ema = Ena.
R s'appelle la ongruene modulo N (notation x ≡ y(N) pour xRy).
Proposition 4 R est une relation d'équivalene ompatible ave les lois de M . On notera M/N
l'ensemble quotient qui est don muni d'une struture de module à droite.
D'abord, R est bien une relation d'équivalene :
La reexivité et la symétrie étant évidentes, il sut de vérier la transitivité et plus préisemment
que si (m+N)∩ (n+N) 6= ∅ et (n+N)∩ (p+N) 6= ∅, pour p ∈M , alors (m+N)∩ (p+N) 6= ∅ :
Soient don r, s, t, u dans N tels que m+ r = n+s et n+ t = p+u ; on a m+ r+ t = n+s+ t =
4
p+ u+ s d'où le résultat puisque M est stable par +.
Maintenant soient m, m′, n et n′ dans M tels que mRm′ et nRn′. Il est enore lair que
(m + n + N) ∩ (m′ + n′ + N) 6= ∅, et il sut don de montrer que E(m+n)a = E(m′+n′)a, pour
tout a ∈ [M,N ] :
Si (m+ n)a+ u appartient à N , m′a+ (na+ u), puis n′a+ (m′a+ u) appartiennent aussi à N ,
par hypothèse.
Cei montre bien la ompatibilité ave l'addition. Pour la loi externe, 'est immédiat.
- Remarque 4 Dans le as des modules la relation R est la relation habituelle, la première
ondition impliquant la seonde.
2.2 Quotient d'un quasi-anneau ommutatif par un idéal
Proposition 5 Dans le as d'un quasi-anneau ommutatif A , le quotient par un idéal I est
muni d'une struture de quasi-anneau appelé quasi-anneau quotient de A par I.
Si I est propre e quotient A/I n'est pas trivial.
Pour le premier point il sut de voir que la relation est ompatible ave la multipliation, e
qui est enore immédiat.
De plus si 1 est ongru à 0 modulo I, il existe un i ∈ I tel que 1 + i appartienne à I, et la
deuxième ondition implique alors 1 ∈ I.
- Exemple 5 Soit K un quasi-orps et L une extension de K. On supposera ii L de aratéris-
tique 1 et totalement ordonné (par la relation x 6 y si x+ y = y). Si A = K[X], Ix, l'ensemble
des polynmes ayant x ∈ L omme raine, est un idéal et le quasi-anneau quotient est isomorphe
au sous-quasi-anneau K[x] de L.
De même si A = K[X1, · · · ,Xn] et x ∈ K
n
, l'ensemble des polynmes dont x ∈ Ln est un
zéro, est un idéal, Ix, et si Rx est la relation dénie par et idéal on a PRxQ si et seulement si
P (x) = Q(x).
Supposons que P et Q appartiennent à Ix et soit P = P1 +P2, Q = Q1 +Q2 des déompositions
orthogonales de P et Q telles que P1(x) = P2(x) et Q1(x) = Q2(x).
Dans le as d'un quasi-orps totalement ordonné, on peut supposer que P1 et Q1 sont des mo-
nmes et on peut supposer P1 6= Q1, sinon le résultat est immédiat. P1 + Q2 et P2 + Q1 sont
alors orthogonaux et P +Q a bien un zéro en x.
Si P ∈ Ix il est faile de voir que, pour tout Q, le polynme PQ a un zéro en x.
On dira qu'un idéal I d'un quasi-anneau ommutatif A est fermé si pour tout a ∈ A,
(a+ I) ∩ I 6= ∅ =⇒ a ∈ I.
On dira qu'il est dense si, pour tout a ∈ A, (a+ I) ∩ I 6= ∅.
Si I est un idéal d'un quasi-anneau A, il est faile de vérier que I = {x ∈ A / (x+I)∩I 6= ∅}
est un idéal fermé, la lture de I.
De même il est faile de vérier que le ÷ur de I, C(I) = {x ∈ I/ ∀α ∈ I,∀r ∈ A, xα+ r ∈ I =⇒
r ∈ I} est un idéal de A.
Il est lair que I est fermé si et seulement si I = I.
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Proposition 6 Soit A un quasi-anneau ommutatif et I un idéal de A. La lasse de 0 modulo I
est égale au ÷ur de I et est un idéal fermé de A.
En partiulier si I est fermé, la lasse de 0 modulo I est I.
Soit x ∈ A : on a par dénition x ≡ 0(I) si (x + I) ∩ I 6= ∅ et si pour tout α ∈ I,
xα+ r ∈ I =⇒ r ∈ I, 'est à dire exatement si x ∈ C(I).
Comme la ongruene modulo I est ompatible ave la struture d'anneau, si x ≡ 0(I) et
x+ y ≡ 0(I) on a néessairement y ≡ 0(I) e qui montre que la lasse de 0 est bien fermée.
Si I est fermé, il est lair que I = C(I).
- Remarque 6 Si A est un anneau, tout idéal est fermé.
Si A = K[X] est un quasi-anneau de polynmes sur un quasi-orps ommutatif de aratéristique
1, l'idéal PK[X] des multiples d'un polynme non nul P est dense si et seulement si P (0) 6= 0 ;
si P = X il est fermé.
2.3 Idéaux premiers, fortement premiers
Soit I un idéal d'un quasi-anneau ommutatif A ; I est premier si le quasi-anneau quotient
A/I est intègre ; il est fortement premier si le quasi-anneau quotient est simpliable.
Proposition 7 Tout idéal maximal d'un quasi-anneau ommutatif est soit fermé soit dense.
Si I est maximal, soit I = I et I est fermé, soit I = A et I est dense...
Proposition 8 Un idéal fermé K d'un quasi-anneau ommutatif A est premier si et seulement
si
∀x ∈ A−K, ∀y ∈ A, xy ∈ K =⇒ y ∈ K.
Un idéal I est premier si et seulement si son ÷ur C(I) l'est.
2.4 Corps de frations d'un quasi-anneau ommutatif intègre
La loalisation des monoïdes s'applique au monoïde A∗, si A est un quasi-anneau intègre,
et il est faile de vérier que omme dans la as lassique, on obtient ainsi un quasi-orps
B = Frac(A), que nous appellerons quasi-orps des frations de A et un morphisme i (non
injetif en général) de A dans B, tels que B ne ontienne que les produits d'éléments de i(A) et
de leurs inverses.
Plus préisément, on a i(a) = i(b) si et seulement si il existe z ∈ A∗ tel que za = zb.
i est don injetif si et seulement siA est simpliable et i(A) est dons toujours un quasi-anneau
simpliable. De plus tout morphisme de A dans un quasi-anneau simpliable C se fatorise en
un morphisme de i(A) dans C.
On dira don que i(A) est l'enveloppe simpliable de A.
Cei s'applique en partiulier aux quasi-anneaux de polynmes sur un quasi-anneau intègre
A[X]. Le quasi-orps des frations Frac(A[X]) sera don isomorphe à l'enveloppe simpliable de
K[X], où K est le quasi-orps des frations de A.
Nous noterons dans la suite A{X} l'enveloppe simpliable du quasi-anneau des polynmes A[X]
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et K(X) le quasi-orps des frations de K[X], que nous appellerons le quasi-orps des frations
rationnelles à oeients dans le quasi-orps K.
Dans le as des anneaux, nous retrouvons bien entendu les notions usuelles et on peut identier
un anneau ommutatif intègre ave son enveloppe simpliable.
Dans la suite nous appellerons polynmes rationnels les éléments de A{X}, puisqu'ils s'iden-
tient aux frations rationnelles dont le dénominateur est onstant...
Proposition 9 Si P ∈ K[X1, · · · ,Xn], où Kest un quasi-orps ommutatif totalement ordonné,
admet un zéro x = (xi) ∈ K
n
et si, pour Q ∈ K[X1, · · · ,Xn], il existe R 6= 0 dans K[X1, · · · ,Xn]
tel que RP = RQ, x est aussi un zéro de Q.
Supposons d'abord R(x) 6= 0 et P (x) 6= 0 ; il est faile de voir que, s'il y a exatement k mo-
nmes de R prenant la valeur R(x), le nombre de monmes de RP prenant la valeur maximale
est au moins k + 1, e qui implique que Q est singulier en x.
Si R(x) 6= 0 et P (x) = 0, on a bien néessairement Q(x) = 0.
Supposons maintenant R(x) = 0. Pour n = 1, le résultat est immédiat par simpliation.
On proède don par réurrene sur n :
quitte à permuter les variables on peut supposer x = (xi) ave x1 = 0 ; en érivant R =
∑
RiX
i
,
P =
∑
PiX
i
et Q =
∑
QiX
i
, on obtient, si k et l sont les valuations en i de R et de P ,
RkPl = RkQl, P étant singulier en (x2, · · · , xn) ; l'hypothèse de réurrene donne bien alors que
Q est singulier en x.
Cei permet don de dénir la notion de raines d'un polynme rationnel P ∈ K{X}, omme
étant les raines d'un des représentant et plus généralement, de zéro d'un polynme rationnel.
On peut aussi lairement parler du degré d'un tel polynme.
Il est lair qu'un polynme de degré n a au plus C2n+1 raines... En fait il en a au plus n omme
nous le verrons i-dessous.
3 Polynmes et fontions polynomiales
K désigne dans la suite un semi-orps idempotent (ou quasi-orps de aratéristique 1) tota-
lement ordonné.
3.1 Extensions de Quasi-orps
Le but de ette setion est de onstruire une extension d'un quasi-orps de aratéristique 1,
totalement ordonnée, K, ontenant une raine d'un polynme donné de K[X].
Pour ei nous allons montrer que K{X}/(Xn + a) est un quasi-orps de aratéristique 1,
totalement ordonné, ontenant une raine n-ième de a, la lasse de X.
On dira qu'un quasi-orpsK est algébriquement los si tout polynme deK[X], non onstant,
admet au moins une raine dans K.
- Théorème 1 Soit K un quasi-orps totalement ordonné de aratéristique 1.
a) L'ensemble des polynmes admettant x omme raine est l'idéal J =
∑
k(X
k + xk).
b) L'ensemble des polynmes rationnels de A = K{X} admettant x ∈ K omme raine est l'idéal
de A engendré par X + x.
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a) Supposons que P ∈ K[X] admet x omme raine et soient aiX
i
et ajX
j
deux monmes
distints, i < j, tels que P (x) = aix
i = ajx
j
:
on a don pour tout k, akx
k 6 P (x) et P1 = ajX
j + aiX
i = ajX
i(Xj−i + xj−i) appartient à J ;
si k > i, on pose Rk = akx
k−jXj et akX
k+akx
k−jXj appartient aussi à J ; de plus P = P +Rk
puisque akx
k−j 6 aj par hypothèse ; si k 6 i, akx
k−iXk(Xi−k + xi−k) appartient là enore à J
et en posant Rk = akx
k−iXi, on a de même P = P + Rk. On obtient ainsi que P = P +
∑
Rk
appartient à J .
La réiproque est laire.
b) Il en déoule aussi que tout multiple de X + x admet x omme raine ; réiproquement il
sut de montrer que tous les Xk + xk sont multiple de X + x ; ei vient de l'égalité
(X + x)k(Xk + xk) =
2k∑
0
xiX2k−i = (X + x)2k
qui implique dans K{X}, l'égalité (X + x)k = Xk + xk.
En raisonnant par réurrene sur le degré on a immédiatement le :
Corollaire 1 Si K est un quasi-orps totalement ordonné de aratéristique 1, et P ∈ K[X] un
polynme de degré n, P a au plus n raines dans K.
- Théorème 2 Soit K un quasi-orps totalement ordonné et a ∈ K, n ∈ N∗ ;
L = K{X}/(Xn + a) est un quasi orps totalement ordonné ontenant K et la lasse x de X
dans L vérie xn = a.
Considérons l'appliation linéaire φ de K[X] dans E = K + KX + KX2 + · · · + KXn−1
dénie par φ(Xm) = aqXr si m = nq + r ave 0 6 r < n. On note θ le morphisme anonique de
K[X] dans K{X}.
Comme le degré est indépendant du représentant, F = θ(E) est l'ensemble des polynmes ra-
tionnels de degré inférieur ou égal à n− 1.
Lemme 1 P ∈ K[X] est *singulier pour φ si et seulement si P ∈ J =
∑
k(X
nk + ak) :
Tout polynme P peut s'érire de façon unique P =
∑n−1
0 PiX
i
les Pi étant des polynmes
en Y = Xn, et on a alors φ(P ) =
∑n−1
0 Pi(a)X
i
.
P est *singulier pour φ si et seulement haun des polynme Pi est *singulier en a, ou enore si
a est une raine de Pi.
Or, d'après la proposition préédente, Pi admet une raine en a si et seulement si Pi ∈ I =∑
k(Y
k + ak), e qui donne bien le résultat annoné.
Lemme 2 Si P et Q ont même image par φ, ils sont ongrus modulo J :
Il sut de voir que si φ(P ) = φ(Q) alors, pour tout U ∈ J et pour tout V ∈ K[X], PU+V est
*singulier pour φ si et seulement si QU +V l'est ; or φ est *-singulier en PU +V si et seulement
s'il existe une déomposition orthogonale de V , V = V1 + V2 telle que φ soit *singulier en V2 et
φ(V1) 6 φ(PU).
L'équivalene annonée provient alors de e que φ(PU) = φ(φ(P )φ(U)) = φ(QU).
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On en déduit immédiatement que dans A = K[X]/J la lasse de Xn est égale à la lasse de
a et que K s'injete dans A. De plus A est intègre, ar le oeur de J est réduit à {0} (si P 6= 0,
il existe un monme non nul V , tel que V 6 P (Xn + a) et P (Xn + a) + V ∈ J , alors que V
n'appartient pas à J).
On vérie de plus bien aisément que K s'injete alors dans le orps des frations L de A et
l'image de X, x, y est naturellement une raine n-ième de a.
Pour tout c ∈ L et tout entier k, on a (c + xk)n = cn + · · · + xkn = cn + xkn et si cn 6 ak,
(xk)n > c(xk)n−1 et don xk > c ; de même si ak 6 cn, on a c > xk. En partiulier x ge1 si a > 1
et x 6 1 si a 6 1.
Il est don lair que A et L sont totalement ordonnés ; pour P ∈ K[X], P (x) est alors égal au
monme dominant évalué en x, aix
i
qui est inversible dans A puisque x l'est. Cei montre qu'en
fait A est un orps et don égal à L.
Soit ψ le morphisme de K[X] dans L, P 7−→ P (x) : J est l'ensemble des éléments *singuliers
pour ψ et (Xn + a) est l'idéal des polynmes rationnels *singuliers pour le morphisme quotient
Ψ de K{X} dans L.
On obtient ainsi un morphisme surjetif de K[X] dans K{X}/(Xn + a) qui se fatorise en un
isomorphisme de A dans K{X}/(Xn + a) On peut ainsi sans inonvénient identier es deux
quotients.
Il est lair que ei permet de onstruire un quasi-orps ontenant K et toutes les raines
d'un polynme P donné et plus généralement un quasi orps algébriquement los ontenant un
quasi-orps totalement ordonné, donné.
Sur e orps L, un polynme P se fatorise don (dans L{X}) en un produit
α(X + a1) · · · (X + an), où les ai sont les raines de P .
3.2 Polynmes rationnels et fontions polynomiales sur K
n
On dénit, omme dans le as d'une variable, K{X1, · · · ,Xn}, l'image de K[X1, · · · ,Xn]
dans son orps des frations, omme étant le quasi-anneau simpliable des polynmes rationnels
à n variables sur K.
Pour un polynme P ∈ K{Xi}i∈N on notera V (P ) l'ensemble des zéros de P dans K
n
. Pour
x ∈ Kn on notera Ix l'ensemble {Q ∈ K{Xi} / x est un zéro de Q}, des polynmes dont x est
un zéro.
Soit P ∈ K[X1, · · · ,Xn], P =
∑
I λαX
α
, où I est une partie nie de Nn.
On dira que P est onvexe si, pour tout tout γ ∈ Nn appartenant à l'enveloppe onvexe de I, tel
que γ = 1/m(
∑
I γii), on a : λγ = Πλ
γi
m
i .
Si K est algébriquement los, on appellera enveloppe onvexe de P le plus petit polynme
onvexe supérieur à P .
On notera conv(P ) ette enveloppe onvexe.
On dira qu'un monme λαX
α
de P est extrémal si l'enveloppe onvexe du polynme obtenu en
supprimant e monme stritement inférieure à elle de P . Il est lair que l'enveloppe onvexe
de P est égale à l'enveloppe onvexe de la somme de ses monmes extrémaux.
Pour un polynme P de K[X1, · · · ,Xn], on notera P le polynme rationnel et P˜ la fontion
polynomiale assoiés.
On a alors le lemme (bien onnu lorsque K est le quasi-orps des réels max-plus) :
Lemme 3 a) La fontion polynomiale dénie par P et elle dénie par son enveloppe onvexe
sont les mêmes.
9
b) Les fontions polynomiales P˜ et Q˜ sont égales si et seulement si les enveloppes onvexes de P
et Q sont égales.
a) Soit P =
∑
I λαX
α
, où I est une partie nie de Nn.
On dira que le monme λαX
α
est loalement dominant si
Aα = {x ∈ K
n / λαx
α > λβX
β ,∀β ∈ I − {α} } est non vide.
Il sut don de voir que les monmes loalement dominant sont exatement les monmes extré-
maux pour obtenir le résultat.
Il est lair qu'un monme non extrémal ne peut être dominant. Il reste don à voir que si λαX
α
est extrémal il est loalement dominant. On peut distinguer deux as :
- soit α n'est pas dans l'enveloppe onvexe des β ∈ I, β 6= α.
On peut alors trouver une Q-forme linéaire sur , l, telle que l(γ) ∈ Z pour tous les γ appartenant
à I et telle que l(α) > 0, l(β) < 0 pour tous les β 6= α de I. Si l((γ1, · · · , γn)) =
∑
ciγi, il sut
de hoisir x = (xc1 , · · · , xcn), où x ∈ K est susamment grand, e qui est possible ar K est
inni et totalement ordonné et ne peut don avoir de plus grand élément.
- soit mα =
∑
I−{α} cββ ave m ∈ N, cβ ∈ N, et λ
m
α > Πλ
cβ
β ; x = (1, · · · , 1) onvient alors.
b) Si les enveloppes onvexes sont diérentes, conv(P + Q) > conv(P ) ou conv(P + Q) >
conv(Q). Il existe don un monme extrémal de conv(P +Q), n'apparaissant pas, par exemple,
dans conv(P ). Or e monme est loalement dominant ; soit x pour lequel e monme domine,
(P +Q)(x) ne peut don être égal à P (x) e qui prouve bien que P˜ 6= Q˜.
La réiproque est immédiate.
On peut en déduire qu'il y a une bonne orrespondane entre les fontions polynomiales et
les polynmes rationnels :
- Théorème 3 Si K est un quasi-orps algébriquement los inni, l'appliation naturelle de
K{X1, · · · ,Xn} dans les fontions polynomiales de K
n
dans K, est un isomorphisme de quasi-
anneaux.
Considérons l'appliation Φ deK[X1, · · · ,Xn] dans l'ensemble des fontions polynomiales sur
Kn, Poln(K), P 7−→ (x 7→ P (x)). Si R est un polynme non nul et x ∈ K
n
est tel que R(x) 6= 0,
R(x)P (x) = R(x)Q(x) implique P (x) = Q(x). Supposons R(x) = 0, ave x = (xi) ∈ K
n
; on
peut alors érire R =
∑
I X
j
iRi où I est inlus dans l'ensemble des i ∈ [1, n] tels que xi = 0 et
j > 1 est tel que Ri(x) 6= 0 .
Choisissons un i ∈ I : en dérivant j fois par rapport à Xi, on obtient Ri(x)P (x) = Ri(x)Q(x) et
don bien P (x) = Q(x).
(La dérivée P ′ d'un polynme
∑
aiY
i ∈ K[Y ] est le polynme
∑
aiY
i−1
et P 7−→ P ′ est enore
une dérivation).
On peut don bien onsidérer l'appliation Ψ de K{X1, · · · ,Xn} dans Poln(K) qui assoie
à un polynme rationnel la valeur de l'un de ses représentants en x et Ψ est lairement un mor-
phisme surjetif de quasi-anneaux.
Il reste don à montrer l'injetivité de e morphisme.
Or elle-i déoule de la proposition suivante :
Proposition 10 Soient P et Q deux polynmes sur un quasi-orps K idempotent et totalement
ordonné, inni et algébriquement los.
Les propositions suivantes sont équivalentes :
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a) P et Q dénissent les mêmes polynmes rationnels.
b) P et Q ont même enveloppe onvexe.
) P et Q dénissent les mêmes fontions polynomiales.
On a vu i-dessus l'équivalene entre les assertions b) et ) et que a) implique ).
Il reste don à voir que b) impliquent a) e qui revient en fait à montrer que conv(P ) = P , 'est
à dire que les lasses de P et de son enveloppe onvexe sont les mêmes.
Soit don P =
∑
I λαX
α
, où I est une partie nie de Nn.
Soit J l'enveloppe onvexe de I dans Nn et γ ∈ J − I , tel que γ = 1/m(
∑
I γii), et tel que
λγ = Πλ
γi
m
i .
On obtient, en développant Pm, (λγX
γ)m 6 Pm et ei montre que :
Pm > conv(P )m =
∑
J λ
m
β X
mβ
puisque K{X1, · · · ,Xn} est simpliable ; ei donne don l'éga-
lité ar l'autre inégalité est évidente.
Le lemme suivant termine alors la démonstration :
Lemme 4 Soient P et Q deux polynmes rationnels. S'il existe m > 0 tel que Pm = Qm, alors
P = Q.
On peut supposer P et Q non nuls.
On a Pm = Pm + Qm = (P + Q)m et don (P + Q)2m > P 2m + P 2m−1Q > P 2m donne
P 2m = P 2m−1(P +Q) d'où nalement P = P +Q, après simpliation.
- Remarque 7 Un polynme rationnel P admet don deux représentants partiuliers, l'un maxi-
mal, l'enveloppe onvexe ommune de ses représentants, l'autre minimal la somme des monmes
extémaux de l'un de ses représentants.
On peut maintenant obtenir, du moins sur le orps T des réels max-plus, le lien habituel
entre "variété des zéros" et divisibilité :
- Théorème 4 Soit T le quasi-orps des réels max-plus. Si P et Q appartiennent à T{Xi}i∈N,
V (P ) ⊂ V (Q) si et seulement si P divise une puissane de Q.
Pour ei nous onsidérerons les parties suivantes de Kn assoiées à un polynme rationnel
P =
∑
I λαX
α ∈ T{X1, · · · ,Xn} :
Aα(P ) = {x ∈ T
n / λαx
α > λβX
β ,∀β ∈ I − {α} }.
Bα(P ) = {x ∈ T
n / λαx
α > λβX
β,∀β ∈ I − {α} }.
Bα,β = Bα ∩Bβ, pour (α, β) ∈ I
2
.
On peut remarquer que V (P ) est la réunion des Bα,β non vides.
Lemme 5 a) V(P) est la réunion des Bα,β non vides pour les α et β tels que Aα et Aβ soient
eux mêmes non vides.
b) Les Aα non vides sont onnexes par ars.
) Le graphe Γ dont les sommets sont les α tels que Aα soit non vide et les arêtes les Bα,β de
odimension 1, est onnexe.
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a) Cei déoule de e qu'au voisinage d'un point de T n − V (P ) est dense dans Kn.
b) Ce sont même des onvexes sur le orps des réels max-plus...
) Si x ∈ Aα et y ∈ Aβ, le segment [x, y] a une intersetion non vide ave une suite nie de Aαi
et oupe néessairement les Bαi,αi+1 ; quitte à prendre une suession de segments pour joindre
x à y, on peut supposer que e hemin ne renontre que des Bαi,αi+1 de odimension 1. Cei
fournit alors bien un hemin dans le graphe entre les sommets α et β.
Lemme 6 Si V (P ) = V (Q), {α / Aα(P ) 6= ∅} = { β / Aβ(Q) 6= ∅} et les graphes assoiés sont
isomorphes.
On peut don numéroter les monmes extrémaux de P et de Q de sorte que Aαi(P ) = Aβi(Q) =
Ai pour tout i.
Soient x, y ∈ {Aα(P )} tels que x ∈ Aβ(Q) et y ∈ Aγ(Q) : si β 6= γ, il existe un hemin ontinu
φ de x à y dans {Aα(P )} et e hemin renontre néessaire V (Q), e qui est ontraditoire ave
la dénition de {Aα(P )} et l'hypothèse V (P ) = V (Q).
On trouve don pour haque α un β tel que Aα(P ) = Aβ(Q) et par symétrie, en utilisant le a)
du lemme préédent, on obtient bien une bijetion entre les sommets du graphe qui respete les
arêtes...
Lemme 7 Soient les frations rationnelles Li,j =
λαi
λαj
Xαi−αj et Mi,j =
µβi
µβj
Xβi−βj .
a) Si Bi,j est de odimension 1, il existe un rationnel positif ki,j tel que Li,j = M
ki,j
i,j .
b) Il existe un entier m tel que, pour tout x ∈ Ai et tout j : L
m
i,j(x) > Mi,j(x).
a) Dans le as des réels max-plus, Bi, l'adhérene de Ai, est un onvexe déni par le système
d'inéquations anes (à oeients entiers), pour tout r 6= i, Li,r(x) > 1, mais aussi par le sys-
tème d'inéquations, pour tout r 6= i, Mi,r(x) > 1.
Chaune des équations Li,j(x) = 1 et Mi,j(x) = 1 dénit un hyperplan ontenant l'intersetion
Bi∩Bj ; mais et hyperplan est unique si Bi,j est de dimension n− 1 et il en déoule dans e as
que es deux équations sont proportionnelles, e qui donne, en notation algébrique, l'existene
d'un rationnel ki,j tel que Li,j = M
ki,j
i,j . Ce rationnel est néessairement stritement positif ar
Ai est inlus dans le demi-plan positif pour les deux équations.
b) Si Ai∩Aj est vide ou de odimension stritement plus grande que 1, on peut trouver, d'après le
lemme préédent, dans le graphe Γ assoié à la fois à P et à Q, (en notant s le sommet αs = βs),
un hemin allant du sommet i0 = i au sommet ik = j ; il existe don d'après le a), pour haque
entier 1 6 s 6 k, un rationnel positif rs tel que Lis−1,is = M
rs
is−1,is
.
On vérie, par réurrene sur la distane k, de i à j dans le graphe Γ, qu'il existe des rationnels
positifs r et s tels que, pour tout x ∈ Ai :
M ri,j(x) 6 Li,j(x) 6 M
t
i,j(x).
Pour k = 1 'est une onséquene immédiate du a).
Si l'on suppose le résultat vrai au rang k et que la distane de ià j est égale à k+1, il existe un
sommet l tel que Bl,j soit de odimension 1, et des rationnels positifs r et t tels que, pour tout
x ∈ Ai, M
r
i,l(x) 6 Li,l(x) 6 M
t
i,l(x).
On a Li,j = Li,lLl,j et Mi,j = Mi,lMl,j ; pour x ∈ Ai, Li,l(x) > 1 et Mi,l(x) > 1.
Si Ll,j(x) est plus grand que 1, et on obtient immédiatement max(r, t)Mi,j(x) > Li,j > inf(r, t)Mi,j(x).
Si Ll,j(x) est plus petit que 1, il en est de même de Ml,j(x) d'après le a) ; on a alors rMi,j(x) >
Li,j(x), et aussi
1
r
Mi,j(x) > Li,j(x).
La réurrene est don vériée et il existe don des rationnels ti,j tels que, pour tout x ∈ Ai,
Li,j(x) > M
ti,j
i,j (x).
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On peut alors hoisir un entier non nul mj tel que mjti,j soit entier et on a alors pour tout
x ∈ Ai, L
mi
i,j (x) > Mi,j(x) puisque Mi,j(x) > 1.
Les Li,j(x) étant supérieurs à 1 sur Ai, le plus grand des mi onvient.
Lemme 8 Si V (P ) = V (Q), il existe un entier non nul k tels que Q divise P k.
Pour un γ > supi(βi), onsidérons le polynme Rk =
∑
r
λkαr
µβr
Xkαr−βr+γ .
Grâe au lemme préédent, on peut hoisir k assez grand pour que, pour haque i, le monme
λkαi
µβi
Xkαi−βi+γ soit dominant sur Ai.
On obtient alors pour tout x ∈ ∪Ai :
P k(x)xγ = λαix
αi+γ = R(x)Q(x). Cette égalité est alors vraie par densité pour tout x ∈ T n. Le
théorème préédent donne don P kXγ = QR.
Mais pour les i tels que γi 6= 0, soit Xi ne divise pas Q et néessairement X
γi
i divise R, soit
Xi divise Q et la ondition V (Q) = V (P ) prouve que Xi divise P . Quitte à hanger k on peut
supposer dans tous les as que Q divise P k.
Soient maintenant P et Q tels que V (P ) ⊂ V (Q). On a V (PQ) = V (Q) et il existe don k
tel que (PQ) divise Qk, e qui donne le résultat annoné.
On obtient alors failement la :
Proposition 11 Soit T le quasi-orps des réels max-plus et soit I l'idéal engendré par un poly-
nme P ∈ T{X1, · · · ,Xn}.
a) Les lasses de deux polynmes A et B de T{X1, · · · ,Xn}. modulo I, sont égales si et seule-
ment si A(x) = B(x) pour tous les x ∈ V (P ) tels que P (x) 6= 0.
b) Le radial de I, radI = {Q ∈ T{X1, · · · ,Xn} / ∃k ∈ N, Q
k ∈ I}, est égal à l'intersetion de
tous les Ker ǫx pour x ∈ V (P ), où ǫx est le morphisme d'évaluation en x, P 7−→ P (x).
a) En eet, A et B sont ongrus modulo I si et seulement si, pour tout ouple (U,R) ∈
I × T{X1, · · · ,Xn}, AU = R ∈ I ⇔ BU +R ∈ I. Mais APU +R appartient à I si et seulement
si V (P ) ⊂ V (APU + R), 'est à dire si et seulement si, pour haque x ∈ V (P ), R est singulier
en x ou R(x) 6 APU(x).
Il est don faile de voir, que si A(x) = B(x) pour tout x ∈ V (P ), tel que P (x) 6= 0, APU+R ∈ I
si et seulement si BPU +R ∈ I.
Réiproquement, en onsidérant les R ∈ T , on voit que la ondition est bien néessaire.
b) Cei déoule diretement du théorème préédent.
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